Ministerul Educatiei Nationale
Inspectoratul Scolar Judetean Vaslui

Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa locala — Vaslui, 19 februarie 2017

Clasa a X-a

Problema 1. Fie f: R - R o functie cu proprietatea f(f(x)) = x? —x + 1,(V)x € R.

Sasearateca:a) f(1) =1;
b) functia #: R > R, h(x) = x® — xf(x) + 1 nu este injectiva.

Problema 2. Rezolvati ecuatia:

3x%2 -1
V7T+2x—x2—1=——

12x2 -8

Problema 3. Fie a, b, ¢ numere reale pozitive cu abc = a + b + ¢ + 2. Si se arate ci

Va2 +3¥p2+3¥c2 1 1 1
2 Va b V¢

Gazeta matematica

Problema 4. Fie a € R. Daci z € C\R verifica egalitatea z" +nz +a = 0, unde n € N*,
aratati ca |z| > 1.

Nota. Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza cu 7 puncte.
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Clasa a IX-a

Problema 1. Fie A= a2 +a-b—bJ2-2 .
a) Arataticidaca A=0sib €Q, atuncia e R\Q .
b) Aratati ca daci A=2sia, beQ, atunci |a| = |b| =A.
Problema 2. Numerele x,y, z € (0, ) verifici xyz = xy + yz + zx. Si se demonstreze ci

xy vz zx 9
+ + >
z1+xy) x(1+yz) y(@d+2zx) 10

Gazeta matematica

Problema 3. Fie M, N, P mijloacele laturilor [AB], [AC] si, respectiv [BC] ale triunghiului
ABC, iar D este ortocentrul triunghiului MNP.

a) Sa se arate ci DM + DN = DA + DP.
b) Daca E este centrul de greutate al triunghiului MNP si F este ortocentrul

triunghiului ABC, atunci sa se demonstreze ca punctele D, E, F sunt coliniare.

Jor+D)m+2)(n+3)(n+4)+1

Problema 4. Se consideri sirul (a,),>; cu termenul general a, = ERESTEYE)

a) Sa se arate ca sirul (a,), > este marginit.
b) Sa se demonstreze ca suma primilor 2017 termeni ai sirului (a,),>1

este mai mare decat 2016.

Nota. Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza cu 7 puncte.
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Clasa a Xll-a
_ a b c
Problema 1. "¢ M = {(z Ccl Z)/a, b,c€ Z} .

a) Demonstrati ca (M, +,-) este inel comutativ cu divizori ai lui zero;

b) Determinati unitatile inelului;

c) Dati exemplu de element nenul din M care nu este nici inversabil, nici divizor al lui
zero.

Problema 2. a) Fie (G,) un grup finit cu elementul neutru e si fie a € G si b € G astfel Tncét
a-b=b-a%sib-a=a-b3 Daci G are ordin impar, demonstraticia = b = e.
b) Demonstrati ca numarul elementelor de ordin impar din orice grup finit este impar.

Gazeta matematica

Problema 3. a) Calculati [ sinlnx dx, x € (0, x).
b) Calculati [ !

————dax
0 2+sin 2x+cos 2x

Problema 4. Demonstrati ¢ nu existd f: R = R care si admiti o primitivi F:R - R astfel
Tncat:

F(f(x)) =x,Vx€ER.

Nota. Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza cu 7 puncte.
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Clasa a Xl-a

Problema 1. a) Calculati Iimn-( /Inn—el—l)
N> n+

[x]+[23x]+[33x]+...+[n3x]

C4

n+5

b) Calculati lim

,neN",xeR, unde [a]reprezinti

partea intreagad a numarului real a.

Problema 2. Fie n>2un numir natural siAe M (R), astfel Tncat A° = A°. Si se arate ci,

daca A*+B=1_,atunci:
a) AB=BA;
b) matricea |+ AB+ A’B? este inversabila.

Problema 3. Fie n>2un numir natural. S se determine toate matricele AeM (C)cu

A =—I_, pentru care existd X,Y € M, (C) care comuta si verifica X +Y =1, AX = X’si
AY =-Y? .

Gazeta matematicd

Problema 4. Se considerd sirul (a, ), definit prin,a, =1,a, =2 sia,,, = /a;+2a,,,Vn>1

y . a x
Sa se calculeze lim—,ne N",

n—oo n

Nota. Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza cu 7 puncte.



